Zagadnienia proponowane na XXXII Ogélnopolski Sejmik Matematykow

1. Pierwsze modele populacyjne

Pojecie i istota modelu matematycznego. Najstarsze modele ekologiczne i populacyjne. Ciag Fibonacciego
i jego zastosowania. Przeglad metod matematycznych stosowanych w réznych modelach: np. w procesie
urodzin i $mierci, modelu drapieznik-ofiara, itp.
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[2] Delta - miesiecznik matematyczno-fizyczno-astronomiczny szczegdlnie polecamy artykuty:
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- E. Skrzypczak, Rysie, kroliki, wojownicze koty, czyli o modelowaniu matematycznym proceséw
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. Ciekawe wlasnosci elipsy, hiperboli i paraboli

definicje, réwnania, osie symetrii, biegunowa, kierownica, mimoérdd, twierdzenia o stycznych, okrag opi-
sany na elipsie, trdjkat opisany na elipsie, superelipsa, asymptoty hiperboli, wtasnos$¢ odbiciowa elipsy,
wlasnos¢ odbiciowa paraboli.

[1] Franciszek Leja, Geometria analityczna
. Relacje na zbiorach

Powiedzmy, ze osoba A jest w relacji z osobg B, gdy osoba A darzy sympatia osobe B. Psychologowie z
pewnoscia potwierdzg, ze relacja ta niejest ani zwrotna, ani symetryczna, ani przechodnia. Nie jest wiec
relacja réwnowaznoéci, ani czesciowo porzadkujaca. Relacje rownowaznodci i relacje porzadkujace odgry-
waja w matematyce istotna role, dzielac zbiory na parami roztaczne klasy abstrakcji lub porzadkujac je w
okredlony sposéb, utatwiajac na przyktad zliczanie elementéw danego zbioru.

Sproébuj opisaé swiat relacji matematycznych. Ustaw elementy zbioru N x N w porzadku leksykograficznym,
uporzadkuj ciagi skonczone zero-jedynkowe, skonstruuj za pomoca odpowiednich relacji zbiory liczb cal-
kowitych, wymiernych, zbuduj topologicznego ,jeza” z iloscia kolcéw réwna mocy zbioru iczb naturalnych.
Wreszcie zdefiniuj wlasng relacje na wybranym zbiorze i zbadaj jej wtasnosci.

1] Bogdan Mi$, Tajemnicza liczba e i inne sekrety matematyki, WNT, Warszawa 1989
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. Problem 3n + 1

W matematyce jest znanych kilka trudnych i nierozstrzygnietych do dzisiaj probleméw, ktére mozna bar-
dzo latwo sformultowaé, bez uzywania pojeé¢ wykraczajacych poza program szkolny. Jednym z nich jest
tzw. problem 3n + 1, zwany réwniez hipotezg Collatza, problemem syrakuzanskim (spotyka sie jeszcze
inne nazwy). Wybierzmy dowolna liczbe naturalng n i postepujmy z nig nastepujaco: jesli n jest parzy-
ste, to podzielmy je przez 2, a jedli nie, to pomndézmy przez 3 i dodajmy 1. Nastepnie powtarzamy ta
procedure z uzyskang liczba az ,do skutku”. Na przyktlad, jesli wybierzemy n = 3, to otrzymamy ciag
3,10,5,16,8,4,2,1,4,2,1,.... Mozemy zauwazy¢, ze w przypadku kazdej wybranej przez nas liczby poczat-
kowej n, ciag zbudowany tak jak powyzej w koncu wpadnie w petle 4,2,1,4,2,1,.... Hipoteza Collatza
moéwi, ze w te petle wpadniemy dla kazdej poczatkowej liczby naturalnej n. Praca mogtaby zawiera¢ omé-
wienie znanych czesciowych rezultatéow (por. literatura). Mozna tez sprobowaé¢ odpowiedzie¢ na pytanie co
sie stanie, jesli w konstrukeji ciagu zamienimy pewne state, np. zamiast dzieli¢ przez 2 oraz mnozyé przez 3
i dodawa¢é 1 bedziemy dzielié przez 3 liczby podzielne przez 3, a niepodzielne mnozy¢ przez 2 i dodawad 4.
Piszac prace mozna wspomoc sie programem komputerowym. Autor powinien jednak pamietad, ze pisze
prace z matematyki, a nie z informatyki.

[1] D. Applegate, J.C. Lagarias, The 3z + 1 semigroup, Journal of Number Theory, Volume 117, Issue 1,
March 2006, 146—159.
[2] http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0022314X05001459

[3] M.E. Lines, Liczby wokdét nas, Oficyna Wydawnicza Politechniki Wroclawskiej, Wroctaw 1995.



[4] ]. Simons, B. de Weger Theoretical and computational bounds for m-cycles of the 3n + 1 problem,
Acta Arithmerica 117.1 (2005), 51-70.
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[6] zZrédla internetowe, np.: http://en.wikipedia.org/wiki/Collatz-conjecture#Statement-of-the-problem
5. Matematyka wedyjska

Zbiér 16 sutr (zasad), ktoére znacznie utatwiaja nam wykonywanie réznych operacji matematycznych w
pamieci — tak w jednym zdaniu mozna opisaé czym jest matematyka wedyjska. Zachecam do zapoznania
sie z tymi regutami, ktére do dnia dzisiejszego wykorzystywane sa w szkotach indyjskich.

Spis 16 sutr, ktéry czeka na ich rozszyfrowanie i opracowanie.
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6. George Boole - 200 rocznica urodzin

W dwusetna rocznice urodzin George’a Boole’a warto przypomnie¢ sobie, czym zajmowal sie ten genialny
matematyk. Warto opowiedzie¢ o algebrach Boole’a — czym sq? Gdzie je stosujemy i w jaki sposéb? Mtody
podrézniku i poszukiwaczu nie bede opowiadal Ci zbyt wiele o tej Postaci i jego dziele, gdyz nie chce
odbieraé¢ Ci przyjemnosci z poznawania czego$, co w dzisiejszym $wiecie funkcjonuje w praktyce, a co
narodzito sie w umyséle Georga wiele lat temu.

[1] Internet

[2] George Boole: Selected Manuscripts on Logic and its Philosophy, Ivor Grattan-Guinness (Editor),
Gerard Bornet (Editor), George Boole, 1997

[3] An Investigation of the Laws of Thought, George Boole, 2010
[4] Algebry Boole’a i ich zastosowania, Andrzej Wtodzimierz Mostowski, 1964

[5] Zastosowanie zagadnieri algebry Boole’a w strukturalizacji proceséw decyzyjnych,
Marian A. Partyka, 1997

[6] Wstep do teorii algebr Boole’a, T. Traczyk, 1970

7. Matematyka kontra fizyka

Blaise Pascal to matematyk, fizyk, filozof. Zapoznaj sie z jego osiggnieciami w dziedzinie matematyki, fizyki
i informatyki. Sprawdz co to jest paskalina, trdjkat Pascala, hydrostatyka? Szukajac tych informacji znaj-
dziesz wiele innych osiagnie¢ Pascla. Opisz najciekawsze z nich i odpowiedz czy dla Ciebie, to matematyk,
fizyk czy moze informatyk?

8. AbstrAkcjA

Abstrakcja jest pojeciem zwigzanym z wieloma dziedzinami. Najczesciej taczymy je ze sztuka lub filozofig,
ale pojecie to wystepuje tez w programowaniu i matematyce. W tej ostatniej jest $cisle polaczone z pojeciem
relacji réwnowaznosci, czyli takiej, ktéra jest zwrotna, symetryczna i przechodnia. Relacja o podanych
wlasnosciach dokonuje podziatu zbioru, w ktérym jest okreslona, na klasy abstrakcji (réwnowaznosci). W
pracy nalezy poda¢ zastosowania relacji réwnowaznodci, ponadto mozna rozwigzaé¢ klika zadan z [1] lub

[2].
[1] H. Rasiowa, Wstep do matematyki wspdtczesnej, Warszawa, PWN, 1990.
[2] W. Marek, ]. Onyszkiewicz, Elementy logiki i teorii mnogosci w zadaniach, Warszawa, PWN, 2000.

9. Z matematyka na wakacje

Zwiedzajac miasta, czy przemierzajac szlaki zastanawiamy sie jakg wybradé trase aby zobaczy¢ duzo i nie
wracaé¢ do tych samych miejsc, a moze lepiej bedzie przejé¢ kazda uliczkag, alejka czy Sciezka tylko raz.
Wybierz dowolne miasto lub Park Narodowy i zaproponuj plan swojej wycieczki. Jezeli jeste$ mitosnikiem
turystyki rowerowej zaproponuj trasy rowerowe. Pomocy w rozwigzaniu tego zadania poszukaj w teorii
graféw zapoznaj sie z grafami Eulera lub grafami Hamiltona.

1] R.J. Wilson, Wprowadzenie do teorii graféw, PWN, Warszawa 2000.

2] K.S. Ross, Ch.R.B. Wright, Matematyka dyskretna, PWN, Warszawa 1996.

3] Z. Palka, A. Rucinski, Wyktady z kombinatoryki, WNT, Warszawa 2004.
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[5] W. Lipski, Kombinatoryka dla programistéw, WNT, Warszawa 1989
Lancuchy Markowa

Rzucamy 10 razy monety - kazdy kolejny wynik (orzel lub reszka) jest niezalezny od poprzedniego. Z
talii kart losujemy kolejno 10 kart (bez zwracania) - wynik dziesigtego losowania zalezy od wszystkich
poprzednich.

Postawmy pionka na losowo wybranym polu szachowym. Nastepnie, w kazdym kroku, przesuwajmy go
na losowo wybrane pole sasiednie. To, na ktédrym polu znajdzie sie¢ po stu krokach, zalezy od wszystkich
poprzednich krokéw. Z auwazmy jednak, ze jesli wiemy, na ktérym polu stal po 99 krokach, to wiedza
o krokach poprzednich nie da nam zadnej nowej informacji. Mamy zatem do czynienia z tancuchem
Markowa. Oprdcz zapoznania sie z wlasnosciami taricuchéw Markowa, warto pomyséle¢ nad wlasnymi
przykladami.

[1] P. Billingsley, Prawdopodobiernistwo i miara, PWN, Warszawa, 2009

[2] M. losifescu, Skoriczone procesy Markowa i ich zastosowania, PWN, Warszawa, 1988
[3] J. Jakubowski, R. Sztencel, Wstep do teorii prawdopodobieristwa, Script, Warszawa 2001
(4]

4] M. Podgérska, P. Sliwka, M. Topolewski, M. Wrzosek, Earicuchy Markowa w teorii i zastosowaniach,
SGH, Warszawa, 2002

Zbiory geste

Kazdy wie, ze liczb rzeczywistych jest wiecej niz wymiernych. Goltym okiem tez widaé, ze liczb wymier-
nych jest wiecej niz naturalnych. Jednak nie do konca - mozemy skonstruowa¢ dla nich wzajemnie jedno-
znaczng funkcje. Ale domykajac zbiér liczb wymiernych otrzymamy zbidr liczb rzeczywistych. Zatem, w
odrdznieniu od zbioru liczb naturalnych, jest on gesty w R, czyli catkiem duzy. Zbiér liczb naturalnych jest
nigdziegesty, czyli raczej maty. Innym przyktadem zbioru nigdziegestego (czyli malego) jest zbior Cantora
(ktory jest réwnoliczny ze zbiorem liczb rzeczywistych, czyli catkiem duzy)....

Nie tylko dla liczb mozemy moéwi¢ o zbiorach gestych. Przykladowo zbidér wielomianéw jest gesty w
zbiorze funkcji cigglych.

1] S. Lojasiewicz, Wstep do teorii funkcji rzeczywistych, PWN, Warszawa, 1976

(1]

[2] H. Musielak, J. Musielak, Analiza matematyczna, Wydawnictwo Naukowe UAM, 2004

[3] J. C. Oxtoby, Measure and Category, Springer-Verlag, New York - Heidelberg - Berlin 1980
[4]

4] H. Rademacher, Higher mathematics from an elementary point of view, Birkhéauser, Stuttgart, 1982
Matematyka kostki Rubika

Podczas Sejmikowych finaléw, w pokoju z napojami i ciastkami znalez¢ mozna takze pokazna liczbe gier
i tamigtéwek. W4rdd tych znajdziemy za$ kilka réznych odmian kostki Rubika. Kostki te sg jednakze nie
tylko interesujaca rozrywka lecz moga stanowi¢ znakomity punkt wyjscia do matematycznych rozwazan
i stanowi¢ ilustracje wielu matematycznych pojeé, gtdwnie z zakresu algebry i kombinatoryki. Kostka
Rubika nie tylko bawi — rozwija wyobraznie przestrzenng, pozwala na uzmystowienie sobie prawdziwie
abstrakcyjnych pojeé i metod matematycznych, zwlaszcza teorii grup.

Zachecamy zatem uczestnikéw do zgtebienia matematycznej strony kostek Rubika. Jak mnozymy permu-
tacje? Co to znaczy, Ze grupa dziata na zbiorze? Czy w kostce Rubika mozna zobaczy¢ graf? Podkredlmy:
nie chodzi nam o algorytmy ukladania kostek Rubika, ale o pojecia matematyczne, ktére mozna na nich
zilustrowad.

[1] Wolfgang Hintze, Magiczna kostka, PWN 1987.
Problem optymalizacji profilu

W badaniach ultrasonograficznych pewnych wlasnoéci substancji istotna jest predkos¢ z jaka fal dzwie-
kowe przemieszczaja sie w tym materiale. Okazuje sie jednak, ze predkosé¢ dzwieku dla fal o réznych
czestotliwoéciach nie jest jednakowa i te réznice sq nie zaniedbywalne. Poniewaz czasem badana substan-
cja podlega podczas badaniu pewnym zmianom (temperatura otoczenia, ci§nienie atmosferyczne, natezenie
pola elektromagnetycznego w laboratorium, ...), analizowane czestotliwosci powinny by¢ wysytane jedno-
czednie w postaci superpozycji fal «xmonosonarycznych»:

F‘f,AMP (t) = A - sin (27Tf “t+ (P) ’ te <O7 Tmax>

czyli w postaci:

Fry a1,015 f2,40,005 05 fr Ao (8) = Z Fs,. 40,0 ) = Z Ay -sin 27 fp -t + o) 1)
H

h=1... h=1...H

Problem polega na tym, ze z przyczyn technicznych:



(a) warto$é¢ poczatkowa funkeji (1) musi byé zerem, czyli

Fry a1,015 f2,40,005 05t Apen (0) = Z Ap - sin (@h) =0
h=1...H

(b) Rozstep miedzy lokalnymi maksimami wartosci bezwzglednej funkcji (1), czyli wartosé:

RfLAl,tPl s f2,A2,025 5 fH Al oH T min{':“1| LR} |1U‘S|}/max{|lu‘1| Yoy |,US|}

nie moze by¢ zbyt duzy, gdzie u1, . .., ps sg wszystkimi ekstremami lokalnymi funkcji (1) w przedziale
(0, Tmax)-

Celem pracy moze by¢ znalezienie algorytmu (choéby przyblizonego) o sensownej ztozonosci obliczenio-
wej, ktory:

(a) dla danej wartosci progup € (0, 1), czestotliwosei fi,..., fa € (0, 1/2) oraz amplitud Ai,..., A €
(0, 1) wyznaczy wartosci faz ¢1,...,pa € (0, 27), dla ktérych

R, Avo1: f2,Azspa s Fir Ao S P
lub ktéry

(b) dla danych wartoéci czestotliwosei fi,..., fu € (0, 1/2) oraz amplitud A4,..., Ay € (0, 1) wyzna-
czy wartosci faz ¢1,...,on € (0, 27), dla ktérych

Mg Avssf, Ag = m3X|us|
jest najmniejsze sposréd wszystkich mozliwych (przy tych samych czestotliwosciach i amplitudach)
Na poczatek, dla uproszczenia mozna ograniczyé sie do wartosci faz réwnych 0 lub 7.
14. Problem »ostatniego bitu«

W pewnych zastosowaniach analizowane sg wartosci funkcji postaci:
Y(#)=A-sin@2rf -t+¢), t€(0, Tmax) 2)

gdzie A € (0, 1), f € (0, 1/2) oraz ¢ € (0, 21 ). W procesie pomiaru wartosci (2) podlegaja kilku
rodzajom znieksztatcen:

(a) Probkowanie:
Wartosci (2) podawane sa dla wybranych punktéw czasowych:

thn =n/Fsmp, n=0,..., N—1
i zamiast wszyskich wartosci funkcji ) mamy do dyspozycji wartoéci:
Y, =A-sin(2mn - f/Fsmp+¢), n=0,...,N—1 (3)

(b) Digitalizacja:
Wartosci ciggu (3) zapisywane sg z ograniczong doktadnoéciq wynikajacq z precyzji uzytych przetwor-
nikéw analogowy-cyfrowych i sprzetu komputerowego. Woéwczas zamiast wartosci (3) dysponujemy
wartodciami: _

V,=2"-[V,-2], n=0,...,.N—1 (4)

gdzie [x] oznacza zaokraglenie liczby = do najblizszej liczby catkowitej ([z] = || + [2- (xz — |z])]), a
d jest rozdzielczoscig bitowq (najczesciej 16, 32 ew. 64).

(c) Utrata ostatniego bitu:
Z technicznych powoddw, ktérych wyjasnienie mogloby by¢ tematem calkiem sporej pracy na zgota
inny konkurs, ostatnia cyfra wartoéci (4) ulega znieksztatceniu. W zwigzku z powyzszym zamiast nich

dysponujemy wartos$ciamy <}A’n> o ktérych wiadomo, ze (pracujemy w uktadzie dwdjkowym):
n

Y, -Y. <2, n=0,...,N—1

(d) «Obce» czestotliwosci
Poniewaz zazwyczaj nie sposéb odizolowaé ukladu pomiarowego od wplywu innych okresowych
czynnikdéw zewnetrznych (drgania sejsmiczne, puls badanego, kotysanie sie pojazdu, ktérym sie po-
rusza miernik). Zazwyczaj objawia sie to w postaci modulacji amplitudy. Woéwczas zamiast wyzej
wymienionych wartoéci, te ktére otrzymujemy sa postaci:

Yo = (1+ p1 -sin (2wg1 - n/Fomp + 1) + p1 - sin (2wg1 - n/Femp + 1) + ... ) - ?n (5)



Zadaniem analityka sygnatu w tej sytuacji jest wyznaczenie przyblizonych wartosci nieznanych A i .
Zazwyczaj w takiej sytuacji uzywa sie tzw. Metody Najmniejszych Kwadratéw (MNK), za sprawq ktérej
sprowadza si¢ to do wymnozenia kolumnowego wektora ztozonego z uzyskanych wartosci Y przez odpo-
wiednig macierz A (szczegdly mozna znalezé w internecie).

Przedmiotem pracy mogtaby by¢ analiza dokladnosci uzyskanych przyblizenn w zaleznoéci od rodzaju
wymienionych znieksztalcen i ich parametréw. Rozwazania te mozna takze rozszerzyé na przypadek su-
perpozycji kilku czestoliwodci. Tzn. gdy Y jest postaci:

Yt) = Z Ap-sin2nfn -t +@n) , t€(0, Tmax) -
h=1..H

Mozna zastanowié, sie czy nie ma lepszego sposobu odzyskiwania utraconych parametréw Aq, ..., A,
i(pl,...,(pH niz MNK ?



